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Resumen 
 
 
Se plantea una propuesta de enseñanza-aprendizaje en el aula entorno a estudiar y 
analizar ciertos tópicos básicos de la teoría de grupos (grupos de simetría) y de la 
geometría de transformaciones con estudiantes de grado undécimo del colegio Anglo 
Colombiano de Bogotá, teniendo en cuenta sus preconceptos o ideas previas acerca 
de los temas mencionados; se resalta la relación existente entre la geometría y el 
álgebra, para así tratar la matemática como un todo, observando en este caso 
particular la relación existente entre dos ramas de  esta disciplina.  
 
 
 
Palabras clave: Grupos de simetrías, geometría de transformaciones, programa del 
diploma del bachillerato internacional, evolución histórica, propuesta didáctica, 
enfoque abstracto, 
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Abstract 
 
 
 
After an extensive historical and disciplinary research on some aspects of algebra 
(including abstract algebra) and geometry, a proposal is presented for the teaching-
learning  environment  in the classroom where certain basic topics of group theory 
(geometric symmetry groups) and transformation geometry to be studied and analyzed 
by 11th grade students of Colegio Anglo Colombiano in Bogota, taking into 
consideration  their knowledge of prior concepts or previous ideas about the mentioned 
topics, the existing relation between algebra and geometry is emphasized, and in this 
way mathematics is seen as a whole, in this particular situation observing the existing 
relationship between these two branches of this discipline. 
 
Key words: Symmetry groups, transformation geometry, international baccalaureate, 
historical evolution, didactical proposal, abstract approach. 
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“…Los matemáticos no estudian los objetos, sino las relaciones entre los objetos; por tanto, les es 
indiferente reemplazar estos objetos por otros, con tal que no cambien las relaciones. La sustancia no les 
importa, sólo les interesa la forma. “ 
Henri	  Poincaré	  
1. INTRODUCCIÓN 
De un tiempo para acá han estado muy en boga en el ámbito de la Educación 
Matemática aspectos concernientes a la enseñanza de la matemática en la secundaria 
tales como: finalidad del conocimiento matemático que adquiere un alumno, rol del 
docente y del estudiante en el aula, estrategias de enseñanza-aprendizaje de las 
matemáticas, currículo, entre otros. Por lo anteriormente mencionado  es que el 
Estado ha generado espacios académicos de discusión, en los cuales fueron 
partícipes distintos personajes del ámbito educativo y estos espacios se crearon 
principalmente para la producción de documentos  guías los cuales sirven como 
sustento pedagógico a las instituciones formadoras de docentes, colegios, docentes y 
demás personas o entes comprometidos en la enseñanza de las matemáticas  en aras 
de abordar apropiadamente y con una perspectiva más clara y definida  los aspectos 
que están a la orden de discusión y  se citaron previamente.  
En uno de los documentos emanados que hoy en día sirven de guía en la enseñanza 
de las matemáticas se habla de la matemática como una necesidad humana, la cual,  
llevada al contexto escolar e independiente de la filosofía que se tenga de ésta por 
parte del docente, establece algunas aseveraciones casi irrefutables que se citan a 
continuación: 
 
v Aceptar que el conocimiento matemático es resultado de una evolución 
histórica. 
v  Valorar la importancia que tienen los procesos constructivos y de interacción 
social. 
v Considerar que el conocimiento matemático (sus conceptos y estructuras), 
constituyen una herramienta potente para el desarrollo de habilidades de 
pensamiento.1 
 
 
También allí se  mencionan y explican los 5 pensamientos  en los cuales se divide la 
enseñanza de la matemática en el ámbito escolar, entre los cuales están el 
pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos , el pensamiento espacial 
y sistemas geométricos, a partir de los cuales se espera que el estudiante desarrolle 
ciertas destrezas o habilidades, entre otras: 
v Comprensión del concepto de las operaciones. 
v Comprensión de las propiedades matemáticas de las operaciones. 
v Estudio de la geometría por medio de transformaciones que ayuden a la 
exploración del espacio.1 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
1 Ministerio de Educación Nacional (1998). Matemáticas Lineamientos Curriculares. 
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En otro documento guía, se menciona que los siguientes “ingredientes” deben estar de 
manera implícita o explícita en la actividad matemática en el aula: 
• Planteamiento y resolución de problemas. 
• Razonamiento matemático (formulación, argumentación, demostración). 
• Comunicación matemática. 
 
Y se plantea que en los grados décimo y undécimo los estudiantes logren: 
v Comparar y contrastar las propiedades de los números  ,  y ( ) ,  sus 
relaciones y operaciones (sistemas numéricos). 
v Usar argumentos geométricos para resolver y formular problemas en contextos 
matemáticos y en otras ciencias.2 
 
En consecuencia, se cree  pertinente plantear una  propuesta de  enseñanza-
aprendizaje  en torno a potenciar o promover lo anteriormente mencionado, teniendo 
en cuenta que el tema básico de la teoría de grupos,   hace parte de una institución en 
el  currículo de profundización para estudiantes que poseen más habilidades y 
destrezas matemáticas, y que en la experiencia se  ha percibido, que por su enfoque 
abstracto y formal no ha permitido a los estudiantes a pesar de sus condiciones, 
apropiarse significativamente de los conceptos o relaciones que se presentan cuando 
se estudia un conjunto  con determinada estructura algebraica (en este caso la de 
grupo), lo cual  ha repercutido en que el nivel de abstracción y generalización de 
dichos estudiantes no alcance el nivel esperado. 
Ejemplos de algunas preguntas que permiten establecer el vínculo entre el álgebra y la 
geometría ,  permitiendo  apuntar a alcanzar los estándares citados y desarrollar los 
dos pensamientos nombrados se muestran a continuación: 
v ABCD es un cuadrado con centro O; los puntos medios de los lados CD, AB, 
AD , BC son M, N, P y Q respectivamente. Además,   es la recta que pasa 
por los puntos M y N, y  denota la recta que pasa por los puntos P y Q. 
 
Considerar las siguientes simetrías del cuadrado: 
U es la rotación  de  radianes en el sentido de las manecillas del reloj 
respecto a O. 
H es la reflexión con respecto a la recta . 
V es la reflexión con respecto a la recta . 
K es la  rotación de   radianes en sentido de las manecillas del reloj respecto 
a O . 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  2Ministerio de Educación Nacional (2006). Estándares Básicos de Matemáticas y Lenguaje. 
L1
L2
2π
L1
L2
π
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a. Escribir la tabla de operación para el conjunto bajo la operación , 
la cual representa la composición de estas transformaciones geométricas. 
b. Asumir que  es asociativa para probar que  forma una estructura de grupo. 
 
Considerar el siguiente conjunto:  y la operación binaria ×  definida 
sobre , donde ×  representa la multiplicación usual entre números complejos. 
 
c. Determinar la tabla de operación para el grupo C, ×( )  . 
d. Determinar si los grupos  y C, ×( )son isomorfos, justificar su respuesta. 
 
v Sea  E = x, y( ) / x, y∈{ }   y ; sobre E  se define la relación 
de la siguiente manera: . 
a. Mostrar que  es una relación de equivalencia. 
b. Encontrar todos los pares ordenados  tales que . 
c. Describir la partición creada por esta relación en el plano cartesiano.3 
 
Partiendo del hecho que el tema ejemplificado en los ejercicios anteriormente 
descritos está dentro del programa que deben desarrollar los estudiantes de nivel alto 
en matemáticas en grado undécimo y que para estar en dicho curso se debieron tener 
en cuenta  diversos factores en aras de favorecer el pensamiento matemático 
aplicando principios matemáticos de alta complejidad, reconociendo patrones y 
estructuras, haciendo generalizaciones (Organización del Bachillerato Internacional, 
2000) , se plantea una propuesta que va encaminada a trabajar ciertas propiedades o 
conceptos   propios de la teoría de grupos desde el análisis de los grupos geométricos 
(grupos de transformaciones en el plano) y  abordar el estudio de  conceptos o 
propiedades de un grupo desde un enfoque geométrico. Analizando también el hecho 
de que este nuevo enfoque pueda causar problemas de conceptualización , puesto 
que se debe tener en cuenta el proceso que tuvieron los estudiantes en el desarrollo 
del pensamiento geométrico en la parte de transformaciones; es decir, la propuesta va 
encaminada  además de estudiar un concepto nuevo en álgebra,  reforzar aspectos de 
la geometría de transformaciones, puesto que es un tema poco estudiado en la 
institución en la cual laboro y se pretende que la propuesta pueda ser  una “excusa” 
para revisar algunos aspectos poco estudiados de la geometría. 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
3 IBO, IB exams Paper 3 (2002-2004). 
S = U,H ,V ,K{ }  
   S,( )
C = 1,−1,i,−i{ }
C
 S,( )
a,b( ), c,d( )∈E ∇
a,b( )∇ c,d( )⇔ a2 + b2 = c2 + d 2
∇
x, y( ) x, y( )∇ 1,2( )
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1.1. SITUACIÓN 
Es bien sabido que la primera rama de la matemática en formalizarse fue la geometría 
euclidiana,  la cual se estudió y se sigue estudiando desde un enfoque abstracto y 
deductivo; abstracta en el sentido  en que los objetos en estudio no eran del mundo 
físico, sino del mundo de las formas (Astro Cosmo, 2009); de igual manera,  a medida 
que se desarrollaron y avanzaron las otras ramas (aritmética, cálculo y álgebra) se 
estructuraron y fundamentaron formalmente. Uno de los avances destacados en este 
sentido  se dio en el álgebra en el siglo XIX cuando surge la teoría de grupos, para dar 
respuesta al problema de la solubilidad de la ecuación general de grado n, que 
responde a la pregunta  ¿qué ecuaciones son solubles por radicales?  
Al hacer una revisión histórica del álgebra, cabe resaltar que el desarrollo de ésta está 
dividida en dos partes: la primera, desde su génesis-que se asocia al concepto de 
número-hasta el siglo XIX, (González, 2006) . En esta parte del desarrollo  del álgebra 
prima el estudio en torno a la solución de ecuaciones por el método de radicales y este 
estudio lo hicieron varias culturas tales como la babilónica, la helénica entre otras; la 
segunda fase histórica del álgebra comienza  a partir del siglo XIX (siglo de Oro  de las 
matemáticas), ahora el centro de estudio son las estructuras algebraicas, en las que 
no se hace énfasis en los números u objetos con los que se esté trabajando; este tipo 
de álgebra se le conoce como álgebra moderna que se inicia con la teoría de grupos y 
con ella   queda resuelto el problema de la solubilidad de las ecuaciones polinómicas 
de grado  por el método de radicales (González, 2006). 
 
Al igual que en la geometría, en  la teoría de grupos la abstracción es un elemento de 
suma importancia, ya que lleva a otro nivel de estudio un problema de manipulación, 
es decir, para dar respuesta  o solución a un problema  de operatividad y cálculos en 
el álgebra,  se enmarca el álgebra en un campo donde  se establecen una serie de 
axiomas o propiedades y también se acuerda que una operación ligada a un símbolo 
queda caracterizada por una serie de propiedades  inherentes a los objetos en estudio  
(Chinea, 2000), dándole así una caracterización más general, abstracta y deductiva al 
álgebra. Cabe resaltar que aunque la teoría de grupos tenga este aspecto abstracto, 
es una de las ramas de las matemáticas con más aplicaciones hoy en día: dichas 
aplicaciones van desde su intervención en la misma matemática (geometría 
algebraica, teoría de números, topología algebraica), en otras ramas del saber, tales 
como la física, la química (estudio de simetrías de las estructuras moleculares) y  la 
música (Barrera, 2004). 
 
Además,  a pesar de este matiz abstracto que se le dió al álgebra, no se puede negar 
que en el momento en que se están trabajando las estructuras de los conjuntos 
numéricos en secundaria  por ejemplo,  mirando las operaciones básicas,  el 
estudiante tiene su primer contacto con el álgebra moderna. Claramente no se hacen 
explícitas las estructuras algebraicas en las cuales está inmerso el estudiante, pero es 
un acercamiento primitivo a la teoría de grupos, por lo que sería  entonces  natural 
pensar que de una manera apropiada, se pueden generar actividades o se puede 
n
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proponer el estudio de  ciertas propiedades o características de un conjunto numérico 
provisto de determinada operación a través de otra rama de las matemáticas la cual 
les sea más conocida o les permita a los estudiantes estudiar algunos conceptos de 
cierta rama de la matemática (la teoría de grupos) tomando referentes desde otra 
rama de la misma matemática (geometría), ya sea para mirar, revisar o evaluar 
preconceptos y  conexiones entre ramas de las matemáticas o aproximarse  a un tema 
desde otra  perspectiva, teniendo en cuenta la gran relación y conexión existente entre 
el álgebra y la geometría. 
 
1.2. CONTEXTO INSTITUCIONAL 
 
El Colegio Anglo Colombiano situado en Bogotá D.C. es una entidad privada 
calendario B, en el cual estudian alrededor de 2000 estudiantes distribuidos en los tres 
programas que ofrece el bachillerato Internacional: programa de los años primarios, 
programa de los años intermedios y programa del diploma. 	  *Programa	  de	  la	  Escuela	  Primaria:	  
	  	  *Programa	  de	  los	  Años	  Intermedios:	  
	  	  	  	  	  
La imagen a la izquierda es el modelo del programa de la 
escuela primaria, el cual está dirigido a niños hasta la edad 
de 9 años. 
Este programa ofrece el estudio de las disciplinas 
fundamentales haciendo énfasis en la transdiciplinariedad 
y está dirigido a estudiantes entre los 10 y los 15 años, 
inclusive. 
Imagen	  1	  
Imagen	  2
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*Programa	  del	  Diploma:	  
	  
Es claro que en los  tres modelos el centro siempre es el estudiante y esto se debe a 
la filosofía que subyace en la impartición del programa. Cabe aclarar que un colegio 
que ofrezca el bachillerato internacional no necesariamente debe impartir los tres 
programas anteriormente mencionados (escuela primaria, años intermedios y 
diploma), ya que la implementación de cualquiera de éstos debe estar sujeto a la 
aprobación de un ente internacional  encargado. Es decir, un colegio que pertenezca a 
la organización del Bachillerato Internacional (IBO), debe ofrecer al menos uno de los 
tres programas previamente citados, pero no necesariamente los tres. Uno de los 
objetivos planteados por el bachillerato internacional es la continuidad entre los 
programas (si aplica) para así proporcionarle al estudiante las herramientas básicas en 
aras de encarar el examen de finalización del programa del Diploma (en grado 
undécimo) para la obtención de un  diploma si sus resultados en los exámenes 
presentados son satisfactorios. La obtención de dicho diploma, en mayor o menor 
medida, dependiendo del interés individual de cada estudiante, le servirá para sus 
planes de estudiar en el país o fuera de éste.	  
Si bien es cierto que el Estado tiene distintas pruebas para medir el nivel educativo en 
el país y para el acceso a la educación superior, como las pruebas Saber en grado 
undécimo, de otro lado está el objetivo de la institución anteriormente mencionada de 
la adecuada preparación de los estudiantes para la presentación a la prueba ya 
descrita. Se ha notado que el mayor interés es la segunda prueba y con esto no se 
quiere decir que a las pruebas Saber no se les dé la importancia que tienen; a lo que 
se hace referencia es que la formación y planeación va encaminada hacia una 
adecuada preparación del examen para obtener el diploma del Bachillerato 
Internacional. 
Un lector del presente trabajo puede tener la idea que estudiar ciertos tópicos básicos 
de la geometría (independiente del enfoque) no es “nuevo”, porque esto se hace en 
las instituciones educativas que utilizan los lineamientos curriculares como un 
instrumento guía, es  decir, es lo que se hace usualmente. Pero si se tiene en cuenta 
el contexto de la institución en la cual laboro,  sí es un enfoque diferente, ya que la 
enseñanza de la geometría es muy simple y reducida. Para evidenciar y corroborar 
esta aseveración, véase el anexo 1 en el cual aparece el contenido referente a 
geometría en el programa de los años intermedios, que mirando el equivalente en el 
programa nacional serían los contenidos desde sexto hasta noveno grado en la 
enseñanza de la educación básica; además, en dicho documento (anexo 1) aparecen 
un par de comentarios aclarando ciertas cuestiones pertinentes para la descripción y 
planteamiento de la presente propuesta. 
Es un tipo de curso preuniversitario que culmina con 
exámenes. Está dirigido a estudiantes en edades de los 
16 a los 19 años. 
Imagen	  3	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1.3. LIMITACIONES 
Es importante tener en cuenta que este trabajo no pretende profundizar en ramas de  
la matemática tales como la geometría y la teoría de grupos o  investigar en detalle  
aspectos concernientes a los problemas cognitivos o conceptuales que cierto grupo de 
estudiantes puedan presentar  en la conceptualización y asociación de ciertos tópicos 
de la matemática y su relación con otras ramas de la misma matemática , sino que se 
busca proponer ciertas actividades en las que se trabajen varias ramas de las 
matemáticas (en este caso particular dos: la geometría y la teoría de grupos) y que se 
resalte la relación entre los campos mencionados, para así usar de “excusa” algunos 
componentes de una de las dos ramas para estudiar algunos aspectos de la otra. 
 
1.4. OBJETIVOS 
 
       1.4.1. Objetivo General: 
v Estudiar y analizar tópicos básicos de la teoría de grupos  y de la geometría de 
las transformaciones para identificar  propiedades o conceptos  de la teoría de 
grupos que puedan ser mirados desde las transformaciones geométricas con 
los estudiantes de undécimo grado del Colegio Anglo Colombiano. 
 
       1.4.2. Objetivos Específicos: 
ü Revisar textos de teoría de grupos, en particular los apartes relativos a los 
grupos de simetría. 
ü Estudiar en textos de historia de álgebra los elementos centrales del desarrollo 
de la teoría de grupos y en particular de los grupos de simetrías. 
ü Consultar  textos o artículos referentes a la enseñanza del álgebra (moderna) 
en la secundaria, para fundamentar desde varios referentes (pedagógico, 
epistemológico) la propuesta  que se plantea. 
ü Construir una propuesta didáctica, la cual  involucre los temas mencionados y 
la que estará dirigida al grupo de estudiantes mencionado  en aras de proponer 
una manera distinta de abordar ciertos tópicos. 
 
 
En el presente documento se va a presentar una breve reseña de la historia del 
álgebra, resaltando y describiendo hechos que puedan servir para alcanzar el objetivo 
general planteado o que de alguna manera sirvan para ejemplificar aspectos 
relacionados con el enfoque y alcance del trabajo. 
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Posteriormente, se presentarán  los contenidos matemáticos pertinentes  para 
desarrollar el trabajo, tales como transformaciones en el plano, concepto de grupo, 
algunas propiedades de un grupo y grupos de simetrías en el plano. 	  
Finalmente, se plantearán algunas situaciones problema o actividades que relacionen 
la geometría y la teoría de grupos, para su posterior aplicación en el aula, resaltando 
el hecho que las situaciones o actividades propuestas tendrán relación con el 
contenido del presente documento. 
La propuesta va dirigida a estudiantes de grado undécimo y se espera que de una 
manera u otra se haya hecho un trabajo previo, así sea básico de  geometría pero 
relevante para la presente propuesta de trabajo, como construcciones con regla y 
compás, identificación y propiedades de los puntos notables en un triángulo, entre 
otros.  
 
 
 
2. ALGO DE HISTORIA 
En este capítulo se presentan algunos hechos concernientes a  la evolución histórica y 
desarrollo del álgebra, la cual está fraccionada en dos partes: la primera va desde  sus 
comienzos hasta el siglo XVIII; en la cual sólo se mencionan hechos puntuales,  
puesto que este desarrollo histórico no está tan ligado al trabajo que se desea 
presentar. Y la segunda parte, que abarca desde el siglo XIX y los dos siglos 
subsecuentes. 	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2.1. PRIMERA PARTE: Hasta el siglo XVIII 	  
	  	  	  
Gráfica 1:  Aspectos relevantes del desarrollo del álgebra en su primera etapa. 
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2.2. SEGUNDA PARTE: Desde el siglo XIX (este siglo fue denominado como el 
siglo de oro de las matemáticas) 
En esta segunda etapa del desarrollo histórico del álgebra se hace notorio un cambio 
en cuanto a su forma de estudio y los resultados obtenidos de este nuevo enfoque se 
dirigen a un campo totalmente nuevo e innovador, el cual nunca antes había sido 
explorado, ya que el eje de investigación cambia de ser la solución de una ecuación 
polinomial4  en la que (a esto se le llama un polinomio normado) por medio de 
radicales5 (González, 2006) a analizar estructuras algebraicas desde un punto de vista 
abstracto, es decir, se investigan propiedades de operaciones con elementos de una 
naturaleza más general (Rodríguez, 1973). Y gracias a este novedoso enfoque, queda 
resuelto el gran problema de la solubilidad de ecuaciones  de grado mayor a 4 por el 
método de radicales. Aunque este fue uno de los muchos resultados  obtenidos, 
aparecieron nuevas teorías para explorar desde el punto de vista científico e 
investigativo. Con lo anteriormente expuesto, se quiere enfatizar en el hecho que el 
objeto y la forma de estudio en el álgebra cambiaron radicalmente y por esto es que la 
historia del álgebra está dividida en dos partes. 
Se da inicio a una etapa en la que se miran en detalle otras estructuras, en las cuales 
es posible realizar operaciones con objetos que no son números y dichos procesos 
van ligados a un significado (Rascón, 2003); en este estudio aparecen hechos que 
abren nuevos caminos de investigación y amplían el enfoque de ciertas propiedades 
matemáticas, por ejemplo, cuando se define una operación sobre un determinado 
conjunto, las propiedades de conmutatividad y asociatividad pueden ya no cumplirse 
en las nuevas álgebras, por lo que se aceptó después de cierto trabajo matemático 
que el cumplimiento de dichas propiedades dependía del campo sobre el cual se 
aplica la operación. Un hecho particular donde se evidencia esta situación es en la 
multiplicación de matrices cuadradas6, puesto que se sabe que no es conmutativa. 
 
 Dentro de esta “nueva” álgebra aparece un término o concepto  muy importante  el 
cual será tratado más adelante en detalle, y es el de grupo; dicho concepto es la base 
de una rama del álgebra abstracta, la cual es la teoría de grupos. Dicha teoría tiene su 
origen en el trabajo de Galois (Barrera, 2004); aunque algunos resultados de esta 
teoría ya habían aparecido en trabajos de otros matemáticos, por ejemplo Cauchy.  	  	  
	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
4 Una ecuación polinomial de grado  es una expresión de la forma   
. 
5 Es decir,  que las soluciones de dicha ecuación  queden determinadas por sumas, restas, 
multiplicaciones, divisiones y extracción de raíces de los coeficientes de la ecuación a 
solucionar. 
6 Una matriz se dice cuadrada si su número de filas es igual a su número de columnas. 
an = 1
n
anxn + an−1xn−1 + ...+ a1x + a0 = 0, an ≠ 0
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Algo	  de	  Historia	  Parte	  2:	  Hacia	  
una	  “nueva”	  álgebra	  	  
Gráfica 2:  Aspectos relevantes del desarrollo del álgebra en su segunda fase. 
En	  los	  trabajos	  de	  Lagrange,	  Cauchy,	  Gauss	  ,	  entre	  otros	  ya	  está	  implícito	  el	  concepto	  de	  grupo.	  *Gauss	  demostró	  de	  varias	  maneras	  el	  teorema	  fundamental	  del	  álgebra.	  
*Escribió	  varios	  artículos	  sobre	  fracciones	  continuas,	  teoría	  de	  ecuaciones	  y	  teoría	  de	  números,	  entre	  otros.	  *Introdujo	  formalmente	  los	  conceptos	  de	  grupo,	  subgrupo	  e	  isomorfismo.	  *Fue	  el	  creador	  de	  la	  teoría	  matemática	  la	  cual	  lleva	  su	  nombre:	  la	  teoría	  de	  Galois.	  
Evaristo	  Galois	  
*En	  la	  segunda	  mitad	  del	  siglo	  XIX	  Cayley	  en	  un	  escrito	  proporciona	  una	  definición	  del	  concepto	  de	  grupo	  bastante	  abstracta.	  *Jordan	  introduce	  varias	  nociones	  fundamentales	  tales	  como	  homomorfismo,	  grupo	  soluble,	  serie	  de	  composición.	  *Klein	  a	  través	  del	  programa	  de	  Erlangen	  menciona	  varios	  grupos	  con	  su	  respectiva	  geometría	  asociada,	  en	  particular	  el	  grupo	  de	  movimientos	  rígidos.	  
*A	   la	   escuela	  alemana	   se	   le	  atribuye	   el	   logro	   de	  la	   axiomatización	  del	  álgebra	   a	   principios	  del	  siglo	  XX.	  
El	   objeto	   de	  estudio	   fueron	   las	  estructuras	  algebraicas.	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3. MARCO MATEMÁTICO 
 
En este capítulo se presenta el sustento matemático del trabajo, el cual está dividido 
en dos secciones: geometría y teoría de grupos (enfocado hacia los grupos de 
simetrías); no se trata de hacer un recorrido extenso ni profundo, sino de mencionar la 
teoría relevante.  
Como aporte, se solucionarán algunos problemas planteados como ejercicios en 
algunos libros los cuales se citarán de manera explícita para corroborar que la 
solución es original, en el sentido que no es copiada de algún otro texto, sino que fue 
el producto de un análisis personal. 
 
 
 
 
 
 
 
3.1. ALGUNOS ASPECTOS GEOMÉTRICOS 
 
 
Definiciones 
Definición 1. Una transformación del plano es una función f  del plano en el plano, 
es decir,  f :
2→ 2 7. 
 
Definición 2. Una isometría del plano en sí mismo es una transformación del plano 
que conserva la distancia (euclídea), es decir, 8 para todo 
 en  
2 . 
 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
7 
2  indica el plano cartesiano. 
8 La resta es la resta usual entre vectores y  es la norma de dicho vector. 	  
P −Q = f P( )− f Q( )
P,Q
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Definición 3. Reflexión o simetria axial: En un plano, una reflexión (o simetría) sobre 
una recta l  es una transformación que le asigna a cada punto  un punto ′P ,  de la 
siguiente manera: 
i. Si P  está en l , . 
ii. Si  no está sobre l , entonces l  es la mediatriz de . 
Se escribe   para denotar que  es la imagen de  bajo la reflexión 
respecto a la recta . 
 
En la imagen anterior se muestra un triángulo PQR  y su imagen una vez que el 
triángulo se ha reflejado respecto a la recta l , es decir,  Sl PQR( ) = ′P ′Q ′R . Se dice 
que la recta l  es el eje de simetría. 
*Ejercicio propuesto en el libro “Geometría con aplicaciones y solución de 
problemas de Clemens/O´Daffer/Coone” página 479 punto 18. 
 
Teorema 1: Dada una reflexión sobre una recta: 
a. La imagen reflejada de un segmento  AB es un segmento   A´B´ de la misma 
longitud. 
b. La imagen reflejada de un ángulo  es un ángulo de igual medida. 	  
 
Demostración parte (a): La demostración se hará de la siguiente manera: se probará 
a dos columnas  que al reflejar dos puntos A y B, las imágenes de éstos ′A y ′B  
preservan la distancia, es decir, d A,B( ) = d ′A , ′B( ) 9. En otras palabras: una reflexión 
es una isometría. Luego se probará que la imagen de un segmento por una reflexión 
es un segmento. 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  9	  d A,B( )  significa la distancia usual entre los puntos A  y B.  
P
P´= P
P PP´
 Sl P( ) = ′P ′P P
l
B B´
Imagen	  4	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Se realizan unas construcciones auxiliares, las cuales se muestran a continuación: 
Gráfica 3: Construcciones auxiliares para la demostración del teorema 1. 
 
 
 
 
 
 
 
Tabla 1: Demostración teorema 1  parte (a). 
 
Afirmación Justificación 
1. Sean ′A  la imagen de A , y, ′B  la imagen de B
cuando ha habido una reflexión respecto a la recta 
. 
1. Dado. 
2. Constrúyanse los segmentos BC  y B 'C , con C en 
la línea de simetría y C colineal con A y . 
2. Por construcción. 
 
3. Constrúyase el punto medio del segmento B ′B  y 
nómbrese D . 
3. Construcción. 
4. . 5. Definición simetría axial y por construcción 
(utilizando puntos 1 y 2). 
5. . 6. Definición simetría axial (utilizando 1). 
6. . 7. Definición de congruencia de ángulos 
(utilizando 5). 
7.   CDB ≅CD ′B . 8. Postulado LAL  de congruencia de 
triángulos       (utilizando 3, 4, 6). 
8.  
 y . 
9. PCTCC (partes correspondientes de 
triángulos congruentes son congruentes) 
(utilizando 7). 
9. . 10. Definición simetría axial (utilizando 1). 
 MN
 
A´
DB ≅ DB´
m∠CDB = m∠CDB´= 90º= m∠DCA ≅ ∠DCA´
∠CDB ≅ ∠CDB´
CB ≅ CB´
∠CBD ≅ ∠CB´D
CA ≅ CA´
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10. . 11. Si dos rectas transversales son cortadas 
por una transversal ( ) y se forman 
ángulos alternos internos congruentes, 
entonces las rectas son paralelas (utilizando 
5). 
11.  y . 12. Por ser ángulos alternos internos entre 
paralelas (utilizando 10). 
12. . 13. Propiedad transitiva (utilizando 8,11). 
13.  BCA ≅ ′B C ′A . 14. Postulado LAL de congruencia de 
triángulos (utilizando 8, 9,12). 
14. . 15. PCTCC (utilizando 13). 
15. . 16. Definición de congruencia (utilizando 14). 
 
Ahora se va a ver que la imagen de un segmento es un segmento. 
Sea m = d A,B( )  y H  un punto sobre el segmento que une los puntos A  y B  (H  
distinto a A  y B ) . Además,  k = d H ,A( )  y m − k = d H ,B( ) .  
Si la imagen de H por una reflexión respecto a la recta MN  no está sobre el 
segmento ′A ′B , se obtendría una contradicción: 
m = d A,B( ) = d ′A , ′B( ) < d ′A , ′H( ) + d ′H , ′B( ) = k +m − k = m  
Es decir, se dedujo que m < m  y esto no puede ser. 
En lo anterior se utiliza el hecho que una reflexión es una isometría, lo cual se probó 
anteriormente. 
 
 
Por último,  se debe ver que para cualquier punto T  sobre el segmento con extremos 
en  y , existe S  en el segmento AB  tal que la imagen de S  bajo la reflexión 
respecto a la recta  es el punto T . 
 
 
 
 
B´B A´A
 MN
 
∠B´CA´≅ ∠DB´C ∠DBC ≅ ∠BCA
∠B´CA´≅ ∠BCA
AB ≅ A´B´
mAB = mA´B´
′A ′B
MN
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Se considera el segmento con extremos en ′B  y T , de medida k , k ≤ m ′A ′B , luego 
existe S  sobre el segmento AB ,  de tal manera que mBS = k : 
 
 
realizando las siguientes construcciones auxiliares: 
 
 
se puede mostrar que: 
 
L ′B D ≅LBD
LPA ≅LP ′A
BLA ≅ ′B L ′A  
donde: 
§ L  es el punto de intersección de la recta MN  con el segmento que une los 
puntos S  y T .  
§ P  es el punto de intersección de la recta MN  con el segmento que une los 
puntos A  y ′A . 
 
Y de lo anterior se deduce que  LAS ≅L ′A T , con lo que: 
mSL = mTL *( )  
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Los triángulos TL ′B  y TLB  son congruentes por el postulado de congruencia LLL 
(lado-lado-lado). 
 
Es claro que : 
m∠TL ′B +m∠DL ′B +m∠DLB +m∠SLB = 180º 1( )  
 
De algunas afirmaciones hechas previamente se deduce que : 
 
m∠TL ′B = m∠SLB 	  y	  m∠DL ′B = m∠DLB  
 
Por lo que 1( )  se convierte en: 
 
2m∠TL ′B + 2m∠DL ′B = 180º  
o equivalentemente, 
m∠TL ′B +m∠DL ′B = 90º **( ) 	  	  
Por *( )  y **( ) , queda demostrado que T es la imagen de S  bajo la reflexión respecto 
a la recta . 
 
En conclusión, lo anterior demuestra que la imagen de un segmento es un segmento.  
 
 
 
 
 
 
 
MN
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Demostración parte (b): Para demostrar este hecho se realizarán unas 
construcciones auxiliares y se hará uso de la parte (a) del presente teorema. 
Sobre cada semirrecta que forma al ángulo  se va a colocar un  punto, los cuales se 
denominan  y , tal y como se observa en el siguiente gráfico: 
 
Gráfica 4: Ilustración  de una  construción auxiliar 
 
 
 
 
Ahora,  se sabe que la imagen reflejada respecto a una línea de un segmento es un 
segmento de igual longitud (teorema anterior ya demostrado); sean 
 las imágenes reflejadas de   y  respectivamente. 
 
 
Gráfica 5: Ilustración  de las imágenes reflejadas de tres segmentos respecto a una 
recta: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B
A C
′A ′B , ′C ′B y ′A ′C AB , CB AC
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Luego,  BAC ≅ ′B ′A ′C  por el postulado de congruencia de triángulos LLL (lado-lado-
lado) y entonces , porque partes correspondientes de triángulos 
congruentes son congruentes , por ende  (definición de 
congruencia), que era lo que se quería demostrar. 
Definición 4. Reflexión o simetría respecto a un punto: Una reflexión respecto a un 
punto  es una transformación tal que a un punto le asigna un punto  
, de tal manera que  es punto medio de  y  es punto fijo, es decir 
que la imagen de  es . 
 
 
 
 
 
 
En el anterior dibujo se muestra la imagen de un triángulo cuando se ha hecho una 
simetría con respecto al punto , se dice que dicho punto es el centro de simetría; se 
utiliza una notación muy similar a la descrita en la simetría axial para describir la 
imagen de un objeto, esto es, S0(∆PQR)=∆P´Q´R´. 
 
 
 
*Ejercicio propuesto en el libro “Geometría” de Barnett Rich ; página 345, 
ejercicio 18.6. 
Teniendo en cuenta lo siguiente: 
Se dice que un sub-conjunto  E  del plano tiene simetría puntual si existe  un punto O  
del plano tal que SO E( ) = E . 
Determinar cuáles de los siguientes objetos tienen simetría puntual: 
a. Cuadrados. 
b. Rombos. 
c. Triángulos escalenos. 
d. El símbolo S. 
 
∠ABC ≅ ∠ ′A ′B ′C
m∠ABC = m∠ ′A ′B ′C
O A A ≠O( ) ′A
′A ≠O( ) O A ′A O
O O
O
	  
Imagen	  5	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*Solución. 
Se va a mirar ítem por ítem de la pregunta, haciendo un análisis para determinar si el 
objeto en cuestión tiene simetría puntual. 
a. Cuadrados. Dado un cuadrado ABCD, se sabe que las diagonales se bisecan y  el 
punto donde intersecan es el punto o centro de simetría, tal y como se muestra en la 
gráfica siguiente: 
Gráfica 6 
 
 
	  
	  
	  
Es claro que SO(■ABCD)=■CDAB; por tanto, los cuadrados tiene simetría central (o 
puntual). 
b. Rombos. Al igual que en la parte anterior, en  un rombo sus diagonales se bisecan, 
y donde se bisecan es el punto de simetría. 
Luego los rombos tienen simetría central y el centro de simetría es el punto de 
intersección de sus diagonales. 
Gráfica 7 
 
 
 
 
 
c. Triángulos escalenos. Ningún triángulo tiene centro de simetría, en particular , los 
triángulos escalenos. Para ver la veracidad de este aserto, se va a razonar de la 
siguiente manera: se considera un triángulo ABC . 
Si dicho punto de simetría existiera, se debería cumplir que O  es punto medio de los 
segmentos A ′A , B ′B  y C ′C . 
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Siendo  el centro de simetría,  y  las imágenes de  y  
respectivamente. 
Teniendo en cuenta que una simetría central o puntual se puede ver como una 
rotación de 180º respecto al centro de simetría10 , ′A  (la imagen de ) sólo puede ser 
 o . Sin pérdida de generalidad supóngase que es , con lo que  es el punto 
medio de  y entonces  ( la imagen de )  ya no sería  (puesto que no puede 
ser ni , ni ), porque lo anterior se visualiza en el siguiente gráfico: 
 
Gráfica 8 
 
 
 
 
d. El símbolo S. 
Dicho símbolo tiene centro de simetría en el punto medio del segmento que va desde 
el punto inicial hasta su punto final.  
En conclusión, el objeto de la parte (c) es el único que no tiene simetría central de los 
cuatro propuestos. 
 
Definición 5. Rotaciones o Giros: Una rotación con centro en  (al cual se le llama 
centro de giro ) y ángulo   es una transformación que le asigna a cada punto  del 
plano un punto , de la siguiente manera: 
i. Si  (Q el centro de giro), . 
ii. Si , entonces  y . 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
10 Este hecho comienza a mostrar que hay relaciones entre los movimientos o 
transformaciones isométricas en el plano. 
O ′A , ′B ′C A,B C
A
B C B O
AB ′C C A
B C
Q
α P
′P
P =Q ′P = P
P ≠Q ′P Q ≅ PQ m∠PQ ′P =α
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En el anterior dibujo se muestra la imagen de un punto cuando se ha hecho una 
rotación con centro de giro en ; se utiliza la notación  para denotar el 
hecho que la imagen del punto A  es ′A , cuando el centro de giro es  y el ángulo de 
rotación o barrido es . 
 
*Teorema enunciado en el libro “Geometría con aplicaciones y solución de 
problemas de Clemens/O´Daffer/Coone” página 489 . 
 
Teorema 2: Si las rectas  y  se intersecan en el punto , entonces una reflexión 
sobre  seguida de una reflexión sobre , es una rotación y el ángulo de rotación es 
, donde  es la medida del ángulo recto o agudo que hay entre las rectas  y . 
 
 
 
 
	  
	  
	  
	  
 
Demostración: 
La demostración de este teorema está dividida en dos partes, se debe probar que: 
i.  . 
ii. . 
 
 
O RO,α( ) A( ) = ′A
O
α
r s O
r s
2α α r s
OA ≅O ′′A
m∠AO ′′A = 2α
Imagen	  6	  
	  
Gráfica 9: Ilustración del teorema a 
demostrar.	  
1. La medida del ángulo entre las 
rectas (zona en naranja) es . 
2.  y . 
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*Parte (i) 
Se construye el segmento :	  
 
 
 
 
 
 
como  , ya que por la hipótesis  y  porque  y 
por teorema11 se sabe que (*). 
Análogamente, , ya que  y  porque y por 
teorema12 se sabe que (**). 
Por (*) y (**) se tiene la parte (i). 
*Parte (ii) 
Se necesita construir los segmentos  y , tal y como se observa en la 
siguiente gráfica: 
 
sea   y ;  es claro que  (1). 
Por un lado,  AOP ≅ ′A OP  (postulado lado-ángulo-lado, ya que  es mediatriz y 
los triángulos comparten un lado-el mismo -), con lo que  (2). 
Así mismo,   ′A OQ ≅ ′′A OQ , utilizando un razonamiento análogo al anterior. De lo 
que se desprende el hecho que   (3). 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
11El primer teorema planteado como ejercicio que se demostró en el presente escrito. 
12El primer teorema planteado como ejercicio que se demostró en el presente escrito. 
O ′A
Sr OA( ) =O ′A Sr A( ) = ′A Sr O( ) =O O∈r
OA ≅O ′A
Sr O ′A( ) =O ′′A Ss ′A( ) = ′′A Sr O( ) =O O∈s
O ′A ≅O ′′A
A ′A ′A ′′A
m∠PO ′A = x m∠ ′A O ′′A = y x + y =α
OP
OP m∠POA = x
m∠ ′′A OQ = y
	  
Gráfica 10: Construcciones 
auxiliares.	  
Gráfica 11: Construcciones 
auxiliares.	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Ahora,   (4). 
Reemplazando (1), (2) y (3) en (4), se tiene lo siguiente: 
. 
Y esto era lo requerido. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
m∠AO ′′A = m∠AOP +α +m∠QO ′′A
m∠AO ′′A = m∠AOP +α +m∠QO ′′A = x +α + y =α +α = 2α
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3.2. ALGO DE TEORÍA DE GRUPOS. 
En la siguiente sección no se pretende profundizar en la teoría, lo que se desea es 
presentar aquellos aspectos de la teoría de grupos que se crean relevantes para el 
desarrollo del presente escrito. Al estudiar este tema, el cual es el concepto base del 
álgebra abstracta, se debió hacer una revisión previa de tópicos como la teoría de 
conjuntos13, funciones y teoría básica de números14, aquí se ha querido omitir los 
temas anteriormente mencionados, ya que si bien es cierto son relevantes en la 
construcción de ciertos conceptos, su revisión no prima en el presente escrito. 
Definición 6. Se llama operación binaria o ley de composición interna (o simplemente 
operación) entre los elementos de un conjunto  a toda función f :E × E→ E. 15 
Notación: si  es una operación en , entonces dados , 
 se podrá escribir como . 
Ejemplo: Se define el conjunto , una ley de 
composición interna en F  es: 
 
 :F × F→ F
f ,g( )  f  g  
Donde para f ,g ∈F , 
 
f  g :→ 
x  f  g( ) x( ) = f g x( )( )  
 f  g  se lee  “ f  compuesto ”   y   es la composición usual de funciones. 
*Ejercicio propuesto en el libro “Estructuras Algebraicas” de Edgar Perez; 
página 15, ejercicio 1.3(a). 
¿La siguiente expresión para  define una operación sobre el conjunto que se indica? 
f a,b( ) = a f b = ab , sobre   . 
*Solución. La respuesta es que no; porque cualquier par ordenado de la forma 
 x,0( ), x ∈  en el dominio no tendría imagen; otra razón para decir que  la expresión 
dada no define una operación (binaria) sobre   , es que la división de dos números 
enteros no siempre es un número entero . 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  13Véase Algebra abstracta de John Fraleigh o Mathematics for the IB Diploma de Hugh Neill. 14Véase Algebra I de Jairo Charris y otros. 15Al observar la definición 6 se aclara el hecho del por qué se necesita previamente haber 
estudiado el concepto de función y el de producto cartesiano. 
E
  :E × E→ E E x, y∈E
  x, y( ) = z, z∈E  x  y = z
F R( ) = f :R→ R / f es función{ }
g  
f
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Definición 7. Una estructura algebraica  sobre un conjunto no vacío  está dada 
por una o varias leyes de composición (interna ó externa) sobre  que cumplen una 
serie de propiedades que se suelen denominar axiomas. El estudio de esas 
estructuras es a lo que se le llama álgebra. 
Definición 8. Se dice que una operación  definida sobre  es asociativa si para 
todo , se tiene que: 
 x  y( ) z = x  y  z( )  
Definición 9. Se dice que una operación  definida sobre   es conmutativa si para 
todo , se tiene que: 
 
Definición 10. Para una operación  definida sobre un conjunto , un elemento 
 se dice elemento neutro , si se cumple que , para todo . 
Nota: Se puede demostrar que dicho elemento neutro es único, en el caso en que 
exista. 
Definición 11. Para una operación  definida sobre un conjunto , la cual admite 
elemento neutro , se dice que un elemento  (el cual está en ), es inverso 
de  si cumple: . 
Nota: También se puede probar que dicho inverso es único cuando existe. 
Definición 12. Sea  un conjunto no vacío sobre el cual se ha definido una 
operación binaria, , se dice que el par  es un grupo si: 
i.    es asociativa. 
ii. Existe en  elemento neutro para   . 
iii. Todo elemento en  admite un inverso para esta operación. 
Definición 13. Un grupo  es abeliano o conmutativo si  es conmutativa en G . 
Nota: Cuando la operación está claramente determinada se puede afirmar 
simplemente que  es un grupo. 
Definición 14. Se dice que un grupo  es finito si el cardinal de  es un número 
natural; en el caso que dicho cardinal no sea un natural, se dirá que el grupo es 
infinito. 
Definición 15. Se llama  orden de un grupo finito al número de sus elementos, se 
nota ; si el grupo es infinito,  se dice que el grupo es de orden infinito. 
 
E
E
  E
x, y, z∈E
  E
x, y∈E
 x  y = y  x
  E
e∈E  x e = e x = x x ∈E
  E
e ′x (x−1) E
x ∈E  x  ′x = ′x  x = e
G
   G,( )
G
G
 G,( )  
G
G G
G
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*Ejercicio propuesto en el libro “Estructuras Algebraicas” de Edgar Perez; 
página 26, ejercicio 2.3 
Si  a∈ − 0{ }  y  es el conjunto de potencias enteras de , demostrar que  es 
un grupo , donde  indica la operación usual de multiplicación. 
*Solución. 
Se deben verificar cuatro ítems: 
i. El producto de dos potencias enteras de a  es una potencia entera de a . 
Sean x, y  elementos de G , debe implicar que x ⋅ y  está en G . 
Como x ∈G , x = ak , para algún  k ∈ . De igual manera para y∈G , y = at  para 
algún   t ∈ . 
x ⋅ y = ak ⋅at
= ak+t
= ap , con p = k + t.
 
Como  p∈ , porque la suma de enteros es una operación cerrada, se concluye que 
x ⋅ y∈G . 
ii. La operación es asociativa en G . 
Sean  elementos de, luego  y  para algunos enteros  y 
. 
x ⋅ y( ) ⋅ z = am ⋅an( ) ⋅aq = am+n ⋅aq = a m+n( )+q  
 
Como la suma de números enteros es asociativa, entonces: 
x ⋅ y( ) ⋅ z = a m+n( )+q = am+(n+q) = am ⋅an+q = x ⋅ y ⋅ z( )  
 
Luego  es asociativa en . 
iii. Existe en  elemento neutro. 
Se afirma que , puesto que si , para algún  r ∈ . 
Así: . 
 
G a G,⋅( )
⋅
x, y, z x = am , y = an z = aq m,n
q
⋅ G
G
e = a0 x ∈G, x = ar
x ⋅e = ar ⋅a0 = ar+0 = a0+r = ar
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iv. Todo elemento en  admite un inverso. 
Sea  en , con lo que , para algún  r ∈ . Se tiene que  (como 
 r ∈, − r  también está en ).  En efecto: 
. 
Por i, ii, iii y iv,  es un grupo. 
Además, si  y , para algún par de enteros : 
, como esto es para cualesquiera  en , 
el grupo es abeliano. 
 
Si  es un grupo finito, se puede construir una tabla para la operación  (tabla de 
Cayley). Se asume que el neutro es  y como  es finito,  y la 
tabla se forma de la siguiente manera: 
Tabla 2: Tabla para una operación en un grupo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En esta tabla cada elemento del grupo  aparece una y sólo una vez en cada fila y 
en cada columna (esta afirmación se basa en algunas propiedades de un grupo16). En 
la intersección de la fila  con la columna  está el elemento del grupo gj  gi . 
Si  es abeliano, la tabla 3 debe ser simétrica respecto a la diagonal principal. 
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  16Véase E. Pérez, Estructuras Algebraicas(2001), páginas 29, 30 y 32. 
G
x G x = ar x−1 = a−r
Z
x ⋅ x−1 = ar ⋅a−r = ar+ −r( ) = a −r( )+r = a0 = e
G,⋅( )
x, y∈G, x = am y = an m,n
x ⋅ y = am ⋅an = am+n = an+m = an ⋅am = y ⋅ x x, y G
 G,( )  
e G G = e,g2,g3,...,gn{ }
G
j i
 G,( )
    …  …  
    …  …  
        
        
        
        
        
  e g2 g3 gi gn
e e g2 g3 gi gn
g2 g2
g3 g3
   
gj gj  gj  gi
   
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Teorema 3. Un grupo  es abeliano si y sólo si , para todo par 
de elementos  en . 
Definición 16. En un grupo  las potencias enteras de un elemento  están 
definidas por: 
 
 
Teorema 4. Sean  un grupo,  y  m, n∈ ; las potencias de  cumplen las 
siguientes propiedades: 
i.     ii.     iii.   iv.  
 
*Teorema enunciado en el libro “Estructuras Algebraicas de Edgar Pérez” página 
34 . 
Teorema 5: Sea  un grupo; mostrar que  es abeliano si, y sólo si 
, para todo  en . 
 
Demostración: 
La demostración de este teorema consta de dos partes: 
i. Si  es un grupo abeliano, entonces . 
Por definición , como  es asociativa en ,  
,  y por hipótesis el grupo es abeliano, con lo que  
; de nuevo, por asociatividad y definición de potencia 
de un elemento: .  
 
 
 
 G,( )  a b( )
−1 = a−1 b−1
a,b G
 G,( ) a∈G
 
ak = a a a...a, k veces( )
a0 = e
a−k = a−1( )k
 G,( ) a∈G a
 am an = am+n = an am am( )n = amn = an( )m a−n = an( )−1 en = e
 G,( )  G,( )
 a b( )
2 = a2 b2 a,b G
 G,( )  a b( )
2 = a2 b2
 a b( )
2 = a b( ) a b( )   G
 a b( )
2 = a b( ) a b( ) = a b a b
 a b( )
2 = a b a b = a a b b
 a b( )
2 = a a b b = a a( ) b b( ) = a2 b2
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ii. Si , para todo  en  (  grupo), entonces el grupo es abeliano. 
Al igual que en la parte anterior,  y como ; de la 
hipótesis se tiene que: 
. 
 
por la ley cancelativa a izquierda17 en un grupo,  la última igualdad se transforma en: 
 
Y si se utiliza la ley cancelativa, pero a derecha18 en un grupo se llega a que: 
 
 
Y como esta última igualdad es válida para todo  en , entonces se deduce que 
el grupo es abeliano. 
 
Por i y ii, queda demostrado el  teorema 5. 
 
En la siguiente parte se van a proporcionar los conceptos matemáticos básicos para 
revisar ciertos grupos en los que sus elementos son funciones y siendo específicos, 
dichas funciones son biyectivas de un conjunto en sí mismo. 
De la teoría de conjuntos , se sabe que : 
ü La compuesta de dos funciones biyectivas es una función biyectiva, por lo 
tanto, la composición es una operación sobre el conjunto
H = f :A→ A / f es biyectiva{ } . 
ü La composición de funciones es asociativa. 
ü Existe una función biyectiva que hace el papel de elemento neutro en la 
composición de funciones (se llama función identidad). 
ü Toda función biyectiva tiene inversa. 
 
Teorema 6: Si H = f :A→ A / f es biyectiva{ } , entonces  es un grupo, donde 
   es la composición usual entre funciones. 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  17	  Véase E. Pérez, Estructuras Algebraicas(2001), página 28 proposición 2.3.	  18	  Véase E. Pérez, Estructuras Algebraicas(2001), página 28 proposición 2.3.	  
 a b( )
2 = a2 b2 a,b G G
 a b( )
2 = a b a b  a2 b2 = a a b b
 a b a b = a a b b
 b a b = a b b
 b a = a b
a,b G
 H ,( )
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Definición 17. Sea  un conjunto no vacío. Una permutación de B  es cualquier 
función biyectiva en sí mismo (su dominio y rango son el mismo ). 
En el caso en que B  sea finito con n  elementos, el conjunto de todas las 
permutaciones de B   se denota por Sn . 
Si   y  es una permutación, se escribe: 
 
si  y dada la función  definida de la siguiente manera: 
 
 
 
 
 
 
 
es claro que  es una permutación y en la notación acordada: 
 y queda explícito que: 
h 2( ) = 3, h 3( ) = 4, h 4( ) = 5,h 5( ) = 2 y h 8( ) = 8 .	  
En  el mismo conjunto  se define otra permutación de la siguiente manera: 
; como en particular  y  son funciones, con base en la 
notación descrita  se puede hallar la compuesta de dichas funciones: 
 
 
B
B
B = 1,2,...,n{ } f :B→ B
f =
1 2 3 ... n
f 1( ) f 2( ) f 3( ) ... f n( )
⎛
⎝
⎜
⎜
⎞
⎠
⎟
⎟
F = 2,3,4,5,8{ } h
h
h = 2 3 4 5 83 4 5 2 8
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
F
m = 2 3 4 5 88 2 3 4 5
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
h m
 
h m = 2 3 4 5 83 4 5 2 8
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 2 3 4 5 88 2 3 4 5
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 2 3 4 5 88 3 4 5 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 
m h = 2 3 4 5 88 2 3 4 5
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 2 3 4 5 83 4 5 2 8
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 2 3 4 5 82 3 4 8 5
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
	  
Gráfica 12: Función 
biyectiva de h en h.	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Se observa que  y esto es algo que ya se sabía de la composición de 
funciones: no es conmutativa respecto a la operación composición. 
Teorema 7: El cardinal de  es  
 
Teorema 8: es un grupo, donde  es la composición de funciones. 
Este teorema es un caso particular del teorema 6. 
 
Ahora se va a analizar desde dos enfoques (el algebraico y el geométrico) la 
estructura algebraica del grupo  S3,( ) , donde  es la composición de funciones para 
mirar las posibles relaciones existentes entre los enfoques mencionados. 
 
A. Enfoque Algebraico. 
Sea  , por el teorema 7 el número total de permutaciones sobre A  es 
6 3!= 3× 2 ×1( ) : 
§ Los elementos de  se describen a continuación: 	  
 (la función idéntica o el elemento neutro para el grupo). 
, , ,	   	  y	  
.	  
Con lo que	   .	  
§ Se procede a realizar la composición entre cada par de elementos de  (ya 
que los elementos de este conjunto son funciones); se sabe que por ser  el 
elemento neutro del grupo, cualquier elemento  del grupo operado con éste, 
es . 	  
 h m ≠ m h
Sn n!
 Sn ,( )  
 
A = 1,2,3{ }
S3
f1 = 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
f2 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
f3 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
f4 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
f5 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
f6 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
S3 = e = f1, f2, f3, f4 , f5, f6{ }
S3
f1
f
f
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f2  f3 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f5
 
f3  f2 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f4
 
f2  f4 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f6
 
f4  f2 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f3
 
f2  f5 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f3
 
f5  f2 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f6
 
f2  f6 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f4
 
f6  f2 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f5
 
f2  f2 = 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
 
f3  f4 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f2
 
f4  f3 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f6
 
f3  f5 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f6
 
f5  f3 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f2
 
f3  f6 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f5
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f6  f3 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f4
 
f3  f3 = 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
 
f4  f5 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
 
f5  f4 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
 
f4  f6 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f2
 
f6  f4 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f3
 
f4  f4 = 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f5
 
f5  f6 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f3
 
f6  f5 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f2
 
f5  f5 = 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 32 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= f4
 
f6  f6 = 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 31 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= e
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§ Se realiza la tabla de operación para el grupo . 
 	  
 
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Se observa que: en este grupo hay 4 elementos que cumplen  la relación f 2 = e               
(  y ),  el grupo no es abeliano (ya que no hay simetría en la tabla respecto a 
la diagonal principal),  y . 
	  
	  
B. Enfoque Geométrico. 
 
Para mirar este enfoque es necesario hacer un par de anotaciones. 
Definición 18. Dado un sub-conjunto E  del plano, una isometría S  del plano se llama 
una simetría de E  si S E( ) = E .  
 
El siguiente teorema relaciona fuertemente (a la luz del presente trabajo) el álgebra y 
la geometría: 
 
Teorema 9. Sea E  un subconjunto del plano. El conjunto de todas las simetrías de  
E , con la composición de funciones, es un grupo.  
 
 S3,( )
e, f2, f3 f6
f4( )−1 = f5 f5( )−1 = f4
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
	   	   	   	   	   	   	  
  e f2 f3 f4 f5 f6
e e f2 f3 f4 f5 f6
f2 f2 e f5 f6 f3 f4
f3 f3 f4 e f2 f6 f5
f4 f4 f3 f6 f5 e f2
f5 f5 f6 f2 e f4 f3
f6 f6 f5 f4 f3 f2 e
Tabla 3: Tabla de operación  
para el grupo .	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Aunque se pueden estudiar las simetrías de cualquier figura, el estudio se centra en 
las simetrías de los polígonos regulares puesto que los polígonos regulares tiene más 
simetrías que un polígono irregular; el grupo de simetrías de un polígono regular de  
lados se denomina grupo diédrico y se le denota como . 
 
Se considera un triángulo equilátero cuyos sus vértices se marcan con los números 1, 
2 y 3,  tal y como se muestra en la siguiente figura: 
 
 
	  
	  
	  
	  
	  
	  
se trata de hallar todas las simetrías de este polígono regular. 
 
Ya se mencionó anteriormente que las simetrías son rotaciones y reflexiones; además, 
tanto las reflexiones como las rotaciones preservan muchas propiedades geométricas 
tales como distancias, medidas de ángulos puntos medios, paralelismo, 
perpendicularidad, entre otras. 
 
Y se sabe que el triángulo equilátero también posee muchas propiedades 
geométricas; por ejemplo, al trazar cualquier altura 19 , dicha altura genera dos 
triángulos rectángulos congruentes y dichos triángulos son  adyacentes , con lo que se 
tiene una línea de simetría. Como todo triángulo  posee 3 alturas, entonces no se tiene 
una, sino 3 líneas de  simetría. 
 
Se denotará como  a la altura del triángulo que sale del vértice 1,  l2   a la altura del 
triángulo que sale del vértice 2 y  la altura del triángulo que parte del vértice 3. 
 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
19 En el caso de éste polígono regular, cualquier altura también es bisectriz , mediana y 
mediatriz del lado opuesto al ángulo que biseca; en otras palabras, el circuncentro, incentro, 
baricentro y ortocentro coinciden. 
n
Dn
l1
l3
	  
Gráfica 13: Triángulo 
equilátero.	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Consideremos la reflexión 
1l
S con respecto a la altura 1l , así  tenemos en particular  
( ) ( )
1 1
1 1, 2 3l lS S= =  y ( )1 3 2lS = . 
*  
  
 
 
Si restringimos 
1l
S  al conjunto de vértices 1,2,3{ } , podemos identificar 
1l
S  con la 
permutación 1 2 31 3 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
. En adelante esta permutación se denotará m . 
De igual manera, consideremos la reflexión 
2l
S con respecto a la altura  l2 , así 
tenemos en particular  ( ) ( )
2 2
1 3, 2 2l lS S= =  y ( )2 3 1lS = . 
*  
	  
 
 
Si restringimos 
2l
S  al conjunto de vértices 1,2,3{ } , podemos identificar 
2l
S  con la 
permutación 1 2 33 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
. En adelante esta permutación se denotará n . 
Ahora, consideremos la reflexión 
3l
S con respecto a la altura 3l , así tenemos en 
particular  ( ) ( )
3 3
1 2, 2 1l lS S= =  y ( )3 3 3lS = . 
*  
 
 
 
 
l1
l2
l3
	  
Gráfica 14: Triángulo 
equilátero y su altura l1.	  
	  
Gráfica 15: Triángulo 
equilátero y su altura l2	  
Gráfica 16: Triángulo 
equilátero y su altura l3	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Si restringimos 
3l
S  al conjunto de vértices 1,2,3{ } , podemos identificar 
3l
S  con la 
permutación 1 2 32 1 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
. En adelante esta permutación se denotará p . 
Cuando se realiza  la reflexión 
1l
S con respecto a la altura 1l , seguida de   la reflexión 
1l
S con respecto a la altura 1l , se tiene que cada punto del plano es su misma imagen 
al haber efectuado las dos reflexiones descritas.  
En particular, cuando volvemos a restringir 
1l
S  al conjunto de vértices { }1,2,3 , 
podemos identificar  fácilmente  que: 
 
1 2 3
3 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 1 2 3
3 2 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= 1 2 3
1 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= n n . 
Así mismo, 
 
mm = 1 2 3
1 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
	  	  y 
 
p  p = 1 2 3
1 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
.  
Es claro que el conjunto { }, ,m n p  y la operación  (composición de funciones), no 
conforman un grupo. 
Sigue mirar las rotaciones del triángulo equilátero 123  respecto a un punto , de tal 
manera que el triángulo coincida consigo mismo. Tal punto puede ser cualquier punto 
notable. 
Se trazan los segmentos de este punto a cada vértice del triángulo, tal y como se 
muestra  a continuación: 
 
	  
Se puede verificar rápidamente que : 
. De hecho, algo 
análogo debe suceder en todos los polígonos regulares 
de  lados cuando se estén mirando las rotaciones, 
cada ángulo  central  debe medir  
360
n
°
. 
Si se considera que dos rotaciones son idénticas si difieren en un número entero de 
giros, (en un múltiplo entero de  radianes); entonces sólo existen tres rotaciones  
que hacen coincidir el triángulo consigo mismo: la de (identidad), la de  y la de 
. 
 
 
P
m∠1P3= m∠3P2 = m∠2P1= 120º
n
2π
0º 120º
240º
	  
Gráfica 17: Triángulo equilátero y 
su centro de rotación.	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Miremos una a una las rotaciones de los vértices del triángulo 123  respecto a  , en 
cada uno de los ángulos mencionados: 
* : Como el triángulo no gira, todo queda igual, es decir: 
 11, 2 2  y  3 3 . Y en notación de permutación: 
1 2 3
1 2 3
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
 , se denotará 
como s . 
* :  1 2, 2 3  y  31 . En notación de permutación: 
1 2 3
2 3 1
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
,  se 
denotará como t . 
* :  1 3, 21  y  3 2 . En notación de permutación:  
1 2 3
3 1 2
⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
, se 
denotará como u . 
Si se mira la compuesta entre cada par de estas  rotaciones, se obtiene lo siguiente: 
v  . 
v . 
v . 
Claramente el conjunto  H = s,t,u{ }  y la composición de funciones conforman un 
grupo abeliano. 
Por todo lo anterior, el grupo de simetrías del triángulo equilátero queda conformado 
de la siguiente manera: 
D3 = m,n, p, s,t,u{ }  
Y si se compara  con  se tiene que : 
f1 = s, f2 = m, f3 = p, f4 = t, f5 = u  y f6 = n . 
Entonces se concluye que  y para obtener la tabla de operación para el grupo 
 (que es el mismo ) desde este nuevo enfoque es más fácil, utilizando las 
algunas propiedades de las reflexiones y las rotaciones. 
 
 
 
 
P
0º
120º
240º
 
R P,120º( ) R P,240º( ) = R P,120º( )( )3 = R P,360º( ) = R P,0º( )
 
R P,120º( ) R P,120º( ) = R P,240º( )
 
R P,240º( ) R P,240º( ) = R P,480º( ) = R P,120º( )
D3 S3
D3 = S3
D3 S3
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Teorema 10. El orden del grupo  es . 
Una explicación (no demostración) a este hecho es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dn 2n
Grupo	  Diedro	  	  D	  n	  
Orden:  
Rotaciones:  
Respecto al centro de la figuras 
cuyos ángulos de giro son: 
 
Reflexiones:  
 Impar 
*Respecto a las media- 
trices de cada lado. 
 
 par 
*Respecto a las bisectrices 
 de cada ángulo ( ). 
*Respecto a las mediatrices de los 
 lados del polígono  ( ). 
 
Gráfica 18: Explicación del orden del grupo diedro.	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4. PROPUESTA DE POSIBLES ACTIVIDADES EN EL AULA DE CLASE 
En la siguiente parte del escrito se van a presentar algunas posibles  propuestas de 
actividades en el aula, las cuales la población descrita (estudiantes de grado undécimo 
de nivel alto en matemáticas) pueda desarrollar utilizando los conceptos matemáticos 
trabajados previamente en torno al tópico de grupo de simetrías (relacionando temas 
básicos de la geometría y el álgebra), en aras de generar habilidades de pensamiento, 
afianzamiento de conceptos y de interrelacionar (en la medida de lo posible) ramas de 
la matemática. Se utilizará el modelo Van Hiele como sustento en la realización en al 
menos una actividad. 
El modelo Van Hiele  tiene su origen en el trabajo de Dina Van Hiele y su esposo 
Pierre Marie Van Hiele. Aunque su uso este direccionado hacia la geometría, su 
aplicación adecuada puede dar guía de cómo partiendo de un problema real o 
concreto, se puede llegar a un nivel en el cual se trabaje con objetos  abstractos. 
El modelo está conformado por 5 niveles: 
1. Nivel básico: Visualización. 
2. Nivel 1: Análisis. 
3. Nivel 2: Deducción informal. 
4. Nivel 3: Deducción formal. 
5. Nivel 4: Rigor. 
 
 
Cada propuesta de actividad es presentada con los objetivos correspondientes 
esperados y el papel del docente en dichas actividades. 
4.1. PROPUESTA DE ACTIVIDAD 1. 
Esta primera actividad va encaminada a evaluar la claridad acerca de  ciertos 
conceptos y propiedades geométricas, revisar construcciones con regla y compás e 
identificar propiedades en un grupo a través de su respectiva tabla de operación ; es 
una clase de actividad diagnóstica a través de la cual se busca detectar problemas 
conceptuales básicos, en aras de construir conceptos más elaborados con base en 
dichos conceptos básicos. 
4.1.1. Objetivos 
• Revisar el grado de entendimiento de conceptos previos. 
• Aplicar el uso y manejo de las herramientas de regla, compás y el 
transportador  en el aula . 
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4.1.2. Actividad 
 
1. Determinar cuáles de las siguientes figuras tienen todos sus lados iguales, sin ser 
polígonos regulares: 
a. Rectángulo. 
b. Cuadrado. 
c. Rombo. 
d. Trapecio. 
e. Paralelogramo. 
 
2. a. ¿Cuáles de las siguientes figuras son  simétricas respecto a una recta? En 
aquellas figuras que tengan simetría axial, dibujar sobre ésta la línea de simetría. 
R  N  T 
 
     M  S  Q 
b. ¿Cuáles de las siguientes figuras tienen una línea de simetría horizontal, pero no 
tienen línea de simetría vertical? 
     C        X      T      H 
 
3. Determinar cuáles de las siguientes afirmaciones son falsas y explicar el por qué.  
(a) Un triángulo isósceles puede ser acutángulo. 
(b) Un triángulo rectángulo puede ser escaleno o isósceles. 
(c) Un rombo es un cuadrilátero. 
(d) Un pentágono tiene ocho lados. 
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4. ¿Cuál de las siguientes transformaciones está ilustrada en el gráfico dado? 
a. Una dilatación. 
b. Una traslación. 
c. Una rotación. 
d. Una reflexión respecto a una línea. 
e. Una reflexión respecto a un punto. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Sobre el conjunto  se define una operación  y la tabla de la operación 
es la que se muestra a continuación: 
 
 
 
 
a. Identificar el elemento neutro. 
b. Determinar el inverso de cada elemento. 
c. Determinar si el grupo es abeliano. 
d. Resolver las ecuaciones: 
i. .    
ii. . 
M = a,b,c{ } ∗
a∗ x = b
(x∗c)∗a = b
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7. Para la solución de este punto necesita regla, compás y un transportador: trazar dos 
rectas (  y ) no paralelas y llamar Q  a su punto de intersección. Dibujar un 
triángulo  como se muestra en la siguiente figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Trazar la recta perpendicular a  que pase por , llamarla t  y sea  E el punto de 
intersección entre las rectas p  y t  : 
 
 
 
 
 
 
 
ahora, dibujar una circunferencia con centro en E  y de radio igual a la medida del 
segmento EB .  
 
 
 
 
 
 
 
p r
ABC
p B
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Al segundo punto de intersección de la circunferencia  con la recta perpendicular t , 
llamarlo . Hacer el mismo procedimiento con los puntos  y  , para generar los 
puntos  y , lo cual  debe quedar de la siguiente manera: 
 
 
 
 
 
 
a. Teniendo en cuenta lo anteriormente hecho y el hecho que tres puntos no colineales 
determinan un triángulo, completar la siguiente frase: 
i. La imagen del ∆ABC es  el ______________, mediante una _________________ 
respecto a la recta . 
b. Repetir las mismas construcciones anteriores elaboradas anteriormente, pero ahora 
respecto a la recta  y con los puntos  y  para generar los puntos  y 
, para así obtener un diagrama como el que se muestra a continuación: 
 
 
 
 
 
 
c. Completar la siguiente frase: 
La imagen del ∆A´B´C´  es  el ______________, mediante una _________________ 
respecto a la recta . 
d. Con el transportador hallar la medida de los siguientes ángulos: 
<pqr, <AQA´´, <BQB´´  y  <CQC´´ . ¿Qué observa?	  
e. Con una regla graduada, medir la longitud de cada uno de los siguientes pares de 
segmentos: 
i.  y  .             ii.  y .     iii.  y .  ¿Qué observa en cada 
pareja de segmentos? 
′B A C
′A ′C
p
r ′A , ′B ′C ′′A , ′′B
′′C
r
AQ ′′A Q BQ ′′B Q CQ ′′C Q
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f. Teniendo en cuenta sus respuestas en los apartados (a), (c), (d), (e) y revisando la 
definición de rotación, ¿qué puede decir? 
4.1.3. Rol del Docente 
La idea en esta actividad es que el docente tome las siguientes actitudes o imparta las 
siguientes instrucciones: 
§ Dar la instrucción que la actividad se puede realizar con apuntes y se 
desarrollará de manera individual. 
§ Una vez se haya dado el tiempo pertinente para la aplicación de la actividad, 
se formarán grupos de tres estudiantes para discutir y comparar resultados, 
unificar criterios y realizar  las sugerencias o correcciones del caso. 
§ Realizar una puesta en común, donde se discute las respuestas dadas por  un 
representante de cada grupo, realizando preguntas a los grupos y que otros la 
contesten, siempre en el rol de mediador, realizando preguntas tales como: 
¿por qué dices esto? ¿en qué se diferencian?  ¿Preservan distancias y 
ángulos? 
§ Mediante el anterior proceso, el docente debe ir encaminando a los estudiantes 
a las respuestas correctas y buscando que gradualmente se utilice un uso 
apropiado del lenguaje matemático y que la  notación matemática empleada 
sea correcta, para que así no haya lugar  vacilaciones o dudas conceptuales. 
§ Se pedirá que se haga de manera grupal una reconstrucción formal de la 
afirmación hecha en el último punto de la actividad. 
 
 
4.2.  PROPUESTA DE ACTIVIDAD 2. 
A través de esta actividad  se pretende obtener los grupos de simetrías de polígonos 
no regulares tales como el triángulo isósceles, el triángulo escaleno, un rectángulo que 
no sea cuadrado y el rombo por medio de geometría , revisando propiedades de 
dichas figuras. Las construcciones que se deban hacer se harán a través de un 
software de geometría dinámica, específicamente se utilizará Cabri. 
 
4.2.1. Objetivos 
• Realizar construcciones y ejercicios con el software Cabri. 
• Afianzar propiedades geométricas de algunas figuras geométricas. 
•  Relacionar el trabajo realizado con los grupos de simetrías de las figuras 
estudiadas. 
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4.2.2. Actividad 
 
1. Investigar los conceptos de mediatriz, bisectriz de un ángulo y de un segmento, 
altura de un triángulo, mediana, ortocentro, baricentro, circuncentro, incentro y las 
propiedades más relevantes de tales conceptos. 
2. La primera figura a tratar es el triángulo isósceles (no equilátero). 
En la ventana principal de Cabri, dibujar un segmento  ; como primera instancia, 
construir un triángulo isósceles de tal manera que  sea: 
a. Uno de los dos lados que tienen igual longitud.      b. El lado que tiene distinta 
medida del otro par de lados. 
 Describir su construcción. 
 A partir del siguiente ítem  se va a trabajar sobre el triángulo isósceles construido en 
el punto 2 (b). 
3. Trazar todas las bisectrices, mediatrices, alturas y medianas del triángulo isósceles 
construido. ¿Qué  observa?  ¿Cuáles de los puntos notables de un triángulo coinciden 
en este triángulo? Mover por la ventana del software geométrico cualquier vértice del 
triángulo y en cualquier dirección para verificar sus respuestas dadas en este 
apartado. 
4. Llamar  al punto de intersección de las medianas, dibujar los segmentos    
y   ( C  es el tercer vértice del triángulo).	   	   ¿Qué puede decir respecto a los 
triángulos ∆AOC	  y	  ∆BOC?	  	  Probar  o justificar su afirmación.  
5. De lo anterior concluya que m∠AOC = m∠BOC .  
6. ¿Qué puede decir acerca de los ángulos ∠AOC   y ∠AOB  ? 
7. Verificar su respuesta del apartado anterior midiendo los ángulos ∠AOC  y  
con la herramienta de Cabri adecuada para hacer esto. 
8. Realizar la siguiente rotación en la ventana de trabajo de Cabri que tiene abierta: 
R B,120º( )  con respecto a O . 
9. Utilizar su resultado del punto anterior para explicar cuáles son las simetrías de un 
triángulo isósceles (no equilátero). 
 
 
 
AB
AB
O OA,OB
OC
∠AOB
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De lo anterior, solo queda buscar reflexiones que sean simetrías del triángulo y éstas 
serán los elementos que conforman el grupo de simetrías del triángulo isósceles. 
 
Ocultar todas las construcciones hechas en el triángulo ABC , para continuar haciendo 
otras construcciones. 
10. ¿Cuáles de las líneas nombradas en el punto 1 (mediatrices, alturas, bisectrices, 
bisectrices) en el triángulo isósceles ABC forman dos triángulos rectángulos 
congruentes y que dichos triángulos sean adyacentes? 
11. ¿Cuáles de las líneas “especiales” (mediatrices, alturas, bisectrices, bisectrices) en 
el triángulo ABC  pueden ser líneas de simetría? Justificar. 
12. Determinar la imagen de los puntos A, B   y C  con respecto a la línea hallada en 
el punto anterior; denotar a las imágenes como ′A , ′B  y ′C , siendo ′A  la imagen de 
A , ′B  la imagen de B  y ′C  la imagen de C ; se acaba de ver que 
 Sl ABC( ) = ′A ′B ′C , donde l  es la recta hallada o identificada en el punto 10. 
13. ¿Es cierto que   Sl ABC( ) =ABC ? Justificar. 
14. Teniendo en cuenta sus respuestas en los apartados 9, 10, 11 y 12, ¿cuántos 
elementos conforman el grupo de simetrías del triángulo isósceles? Describir 
explícitamente a este grupo, denotarlo como K . 
15. Elaborar la tabla de operación para el grupo  K ,( ) . 
16. Abrir un nuevo documento en Cabri y dibujar un triángulo obtusángulo , denotar 
sus vértices por A, B   y C . 
17. Dibujar las líneas “especiales” en el triángulo dibujado para ubicar los puntos 
notables (ortocentro, baricentro, circuncentro e incentro). 
18. Aparte de la rotación identidad, ¿es posible que un triángulo obtusángulo pueda 
tener una rotación distinta a la identidad que sea una simetría? Explicar claramente su 
respuesta. 
Sugerencia: Modificar cuantas veces sea necesario el triángulo escaleno dibujado 
para convencerse (al menos gráficamente ) de su respuesta para explicarla lo más 
claramente posible 
19. De acuerdo a su respuesta en el apartado 10, ¿existe alguna línea especial en el 
triángulo dibujado que pueda ser línea de simetría? 
20. Describir completamente el grupo de simetrías del triángulo obtusángulo, notarlo 
como E  y comparar el orden de los grupos  D3, K   y E . 
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21. En grupos de tres personas discutir los grupos de simetrías de las siguientes 
figuras: 
a. Rectángulo que no sea cuadrado. 
b. Rombo. 
c. Círculo. 
 
 
 
4.2.3. Rol del Docente 
La idea en esta actividad es que el docente tome las siguientes actitudes o imparta las 
siguientes instrucciones: 
§ El punto 1 debe ser una tarea de consulta previa a la actividad. 
§ Se debe socializar la tarea, haciendo preguntas que midan el grado de 
entendimiento de los conceptos, por ejemplo: ¿el baricentro de un triángulo 
rectángulo puede quedar al exterior de dicho triángulo? ¿una altura puede ser 
bisectriz? ¿mediatriz? ¿en qué triángulos? ¿las medianas siempre se 
intersecan? Y otras de este tipo, creando un espacio en el cual las respuestas 
queden lo más claras posibles. 
§ En caso de que sea necesario, se deben ir proyectando las construcciones 
para que se construya un ambiente de trabajo cooperativo. 
§ Reforzar el hecho que en ciertos apartados el software  Cabri permite 
manipular los objetos tantas veces como se quiera, para corroborar una 
conjetura, pero recalcando que esto no implica la validez de ésta. 
§ Estar pendiente constantemente que el lenguaje matemático que se utilice sea 
el esperado.  
§ En intervalos de tiempo convenientes, hacer puestas en común de resultados 
importantes y unificar conceptos, para que esto ayude al desarrollo de  la tarea  
y así evitar errores que conlleven a una mala aplicación de la actividad. 
§ Realizar la prueba formal de lo que se pide en la pregunta 9. 
§ Antes de pasar a la etapa grupal (pregunta 20), se debió hacer un consenso 
general y unificar los aspectos conceptuales  para así generar claridad y 
afianzamiento en los conceptos. 
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